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Ïåðøèé êóðñ

1. Çíàéäiòü îñòà÷ó âiä äiëåííÿ ìíîãî÷ëåíà (x− 2)2017 + (x− 1)2017 +1 íà ìíîãî÷ëåí x2− 3x+2.

2. Ïðî êâàäðàòíó ìàòðèöþ A âiäîìî, ùî A2017 = O. Äîâåäiòü, ùî ìàòðèöÿ A+E ¹ îáîðîòíîþ.
(Òóò ÷åðåç O òà E ïîçíà÷åíî íóëüîâó òà îäèíè÷íó ìàòðèöi âiäïîâiäíî.)

3. Ïîáóäóéòå ãðàôiê ôóíêöi¨

f(x) = x2 · lim
n→∞

2−n(cos x
2
+ 1)(cos x

4
+ 1) · . . . · (cos x

2n
+ 1), x ∈ R.

4. Íåõàé n � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Äëÿ êîæíîãî âïîðÿäêîâàíîãî íàáîðó äiéñíèõ ÷èñåë
(x1, . . . , xn) áóäåìî íàçèâàòè éîãî a-çñóâîì çàìiíó öüîãî íàáîðó íà

(
|x1 − a|, . . . , |xn − a|

)
.

Äîâåäiòü, ùî äî áóäü-ÿêîãî ïî÷àòêîâîãî íàáîðó ìîæíà çàñòîñóâàòè òàêó ïîñëiäîâíiñòü ç n
a-çñóâiâ (ìîæëèâî, ç ðiçíèìè a), ùî â ðåçóëüòàòi óòâîðèòüñÿ íàáið (0, . . . , 0).

5. Ôóíêöiþ f : [0, 1]→ R çàäàíî ôîðìóëîþ

f(x) =


1, ïðè x = 0,

x, ïðè x ∈ (0, 1),

0, ïðè x = 1.

×è iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ g : [0, 1] → [0, 1], ùî g(g(x)) = f(x) äëÿ âñiõ x? ßêùî òàê, íàâåäiòü
ïðèêëàä òàêî¨ ôóíêöi¨; ÿêùî íi � äîâåäiòü öå.

6. Íàçâåìî íàáið ç íóëiâ òà îäèíèöü ïðàâèëüíèì, ÿêùî â íüîìó êîæíà ãðóïà ç ïîñëiäîâíèõ
íóëiâ ìà¹ ïàðíó äîâæèíó, à êîæíà ãðóïà ç ïîñëiäîâíèõ îäèíèöü � íåïàðíó. Íàïðèêëàä,
íàáîðè 001000011100 òà 111110010000 ¹ ïðàâèëüíèìè, à íàáið 111001111101 � íåïðàâèëüíèì.
Ñêiëüêè iñíó¹ ïðàâèëüíèõ íàáîðiâ äîâæèíè 17?

Ðîçáið çàâäàíü I òóðó îëiìïiàäè âiäáóäåòüñÿ íà çàñiäàííi ìàòåìàòè÷íîãî ãóðòêà.
Äåòàëi íà https://www.facebook.com/groups/math.olymp.kpi/
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Ñòàðøi êóðñè

1. ×èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü (xn, n ∈ N) çàäàíî ñïiââiäíîøåííÿì

(1 + 1/n)n+xn = e, n ≥ 1.

Çíàéäiòü limn→∞ xn.

2. Ðîçâèíüòå ôóíêöiþ

f(x) =
1

x4 + x3 + x2 + x+ 1
, x ∈ R,

ó ðÿä Ìàêëîðåíà òà âêàæiòü éîãî îáëàñòü çáiæíîñòi.

3. Íåõàé

F (x) =

∫ x2

x

dt

ln t
, x ∈ (1,+∞).

Îá÷èñëiòü ãðàíèöþ limx→1+0 F (x).

4. Íåõàé i, ÿê çàâæäè, ïîçíà÷à¹ óÿâíó îäèíèöþ. Ñêiëüêè iñíó¹ òàêèõ ïàð (a, b) ∈ R2, äëÿ ÿêèõ
(a+ ib)2017 = (a− ib)2018?

5. Äëÿ ÿêèõ α ∈ R iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ g : (0,+∞) → (0,+∞), ùî g(g(x)) = xα äëÿ
âñiõ x? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå (íàâåäiòü ïðèêëàä òàêî¨ ôóíêöi¨ äëÿ òèõ çíà÷åíü α, äëÿ ÿêèõ
öå ìîæëèâî, òà äîâåäiòü ¨¨ íåiñíóâàííÿ ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó).

6. Áåçñìåðòíà Ìàøà çàïèñó¹ íà íåñêií÷åííié äîøöi öèôðè ç ìíîæèíè {0, 1, . . . , 9}, îáèðàþ÷è
êîæíó íàñòóïíó öèôðó íàâìàííÿ íåçàëåæíî âiä ïîïåðåäíiõ. Ìàøà ïðèïèíÿ¹ öåé ïðîöåñ â
òîé ìîìåíò, êîëè ÷èñëî, óòâîðåíå ç óñiõ íàïèñàíèõ íà äîøöi öèôð, ñòà¹ ïîâíèì êâàäðàòîì.
(Íàïðèêëàä, Ìàøà çóïèíÿ¹òüñÿ, íàïèñàâøè 3 8 3 7 6 8 1, îñêiëüêè 3 837 681 = 1 959× 1 959.)
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç p éìîâiðíiñòü òîãî, ùî Ìàøà áóäå ïèñàòè öèôðè âi÷íî. Äîâåäiòü, ùî p > 1

2
.
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